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Financial Engineering

ณัฐวุฒิ คูวัฒนเธียรชัย
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Lecture 11

การจ าลองราคาหลักทรัพย์

(Stock Price Modeling)



ทบทวนความรู้เบื้องต้น

 ราคาสินทรัพย์มีวิวัฒนาการแบบสุ่ม

 หมายความว่า ราคาหุ้น อัตราดอกเบี้ย อัตราแลกเปล่ียน

เงินตราต่างประเทศ และราคาสนิค้าโภคภณัฑ์ต่างๆ ไม่

สามารถพยากรณ์ได้

 ส่วนมากแล้วเราจะท าการวิเคราะห์ผลตอบแทน 

(การเปลี่ยนแปลงของราคาสินทรัพย์) แทนการ

วิเคราะห์ราคาสินทรัพย์ เนื่องจากมีความนิ่ง 

(stationary) มากกว่าราคาสินทรัพย์
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ทบทวนความรู้เบื้องต้น

 เนื่องจากราคาสินทรัพย์มีความสุ่ม (randomness) 

เป็นส่วนประกอบ แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ที่ใช้

จ าลองราคาสินทรัพย์จึงต้องแสดงให้เห็นถึงความ

สุ่มนี้ และเราจะพยากรณ์ราคาสินทรัพย์ในอนาคต

ด้วยการใช้ความน่าจะเป็น

 การประเมินค่าผลตอบแทนคาดหมาย (expected 

returns) และความผันผวน (volatility) และ

ผลกระทบของมันต่อราคาสินทรัพย์เป็นสิ่งส าคัญใน

การตัดสินใจทางการเงิน
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กระบวนการเฟ้นสุ่ม (stochastic 

process)
 กระบวนการเฟ้นสุ่ม

 การจัดล าดับความต่อเนื่องของค่าสงัเกต (sequence of 

observations) ด้วยการแจกแจงความน่าจะเป็น

 ตัวอย่าง: การโยนเหรียญไปเรื่อยๆ ในช่วงเวลา

เท่าๆ กัน

 การแจกแจงจะเสถียรเน่ืองจากผลลัพธ์ที่เป็นไปได้จะไม่

เปล่ียนในการโยนแต่ละครัง้ (การที่เหรียญออกก้อย 5 

ครั้งติดต่อกัน ถึงแม้จะเป็นไปได้น้อย แต่ก็ไม่ได้ท าให้

ความน่าจะเป็นที่เหรียญจะออกก้อยอีก 5 ครั้งถัดไป

ติดต่อกัน เปล่ียนไป) 
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กระบวนการเฟ้นสุ่ม (stochastic 

process)
 การสุ่มเลือกไพ่จากกองออกมาโดยไม่ใส่กลับเข้า

ไป คือ ตัวอย่างของกระบวนการท่ีมีการ

เปล่ียนแปลงของการแจกแจง

 การเคล่ือนท่ีของราคาสินทรัพย์ในความเป็นจริง

เป็นกระบวนการท่ีมีการเปลี่ยนแปลงของการแจก

แจงความน่าจะเป็น ถึงแม้ว่าจะเป็นการยากที่จะระบุ

เวลาท่ีมีการเปลี่ยนแปลงการแจกแจงก็ตาม 

 การศึกษาข้อมูลในอดีตจะมีประโยชน์ในประเดน็น้ี ไม่ใช่

เพื่อการพยากรณ์อนาคต แต่เพื่อดูว่าราคาสนิทรพัย์ใน

อนาคตควรมาจากการแจกแจงความน่าจะเปน็แบบใด
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การเคลื่อนที่แบบบราวน์ (Brownian 

Motion)
 นิยาม

 เป็นการเคลื่อนที่แบบสุ่มของอนุภาคในของไหล 

(ของเหลวหรือก๊าซ) ค้นพบโดยนักพฤกษศาสตร์ Robert 

Brown เมื่อประมาณปี ค.ศ.1827

 กลไกของ Brownian Motion

 ก าหนดให้ Zt เป็นข้อมูลอนุกรมเวลาซึ่งตัวเลขทุกตัวใน

อนุกรมเวลานั้นถูกสุ่มมาจากการแจกแจงปกติมาตรฐาน 

- N(0,1)

 สมมติว่า Wt เป็นตัวเลขหนึ่ง ณ ช่วงเวลา t

11/16/2018 Nattawoot Koowattanatianchai 8



การเคลื่อนที่แบบบราวน์ (Brownian 

Motion)
 กลไกของ Brownian Motion

 Model 1: Wt+ dt = Wt + Zt+dt × dt    

 dt = ช่วงเวลา (หน่วยเป็นปี) ระหว่าง t ถึง t+dt

 dt = 1/(60×24×365) ถ้าช่วงเวลาระหว่าง t ถึง t+dt = 1 นาที

 dt ปรากฏในแบบจ าลองเพื่อวัดผลกระทบของการตระหนกทาง

สถิติ (statistical shocks) ถ้าขนาดความกว้างของเวลาที่

พิจารณาต่างกัน (การตระหนกทางสถิติ ซึ่งเป็นต้นเหตุของ

ความสุ่ม น่าจะมีขนาดใหญ่เพ่ิมขึ้นถ้ามันถูกกระจายไปใน

ช่วงเวลาที่ยาวนานขึ้น)
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การเคลื่อนที่แบบบราวน์ (Brownian 

Motion)
 กลไกของ Brownian Motion

 ถ้าต้องการจ าลองการเคลื่อนที่ของราคาสนิทรัพยท์ีม่ีขึ้น

ตลอดเวลา (continuously) dt จะต้องมีค่าใกล้เคียงศูนย์

 Model 1 มีปัญหาเนื่องจากความแปรปรวนของ Wt+ dt (ค านวณ

ด้วยการน า dt ไปยกก าลังสอง) จะมีค่าใกล้เคียงศูนย์เช่นกัน 

 W จะไม่ใช่ตัวแปรสุ่มอีกต่อไป เน่ืองจากมีค่าความแปรปรวน

น้อยมาก

 Model 2: Wt+ dt = Wt + Zt+dt × √dt 

 เวลาค านวณความแปรปรวนด้วยการน า √dt ไปยกก าลังสอง 

เราจะได้ dt 

11/16/2018 Nattawoot Koowattanatianchai 10



การเคลื่อนที่แบบบราวน์ (Brownian 

Motion)
 Wt จะเป็น Brownian Motion ถ้า 

 W0 = 0

 การเพิ่มขึ้นของ Wt เป็นอิสระจากกัน

 Wt - Ws เป็นอิสระจาก Wv - Wu ∀ s, t, u, v > 0 and u ≤ v ≤ s 

≤ t

 Wt - Ws ~ N(0,t - s) for s < t

 ⇒ Wt ~ N(0,t)

 Brownian Motion ยังจ าลองการเคล่ือนท่ีของราคา

หลักทรัพย์ได้ไม่สมบูรณ์แบบ เนื่องจากมันค่าที่

เป็นไปได้อาจติดลบ
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การเคลื่อนที่แบบบราวน์ (Brownian 

Motion)
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กระบวนการแบบวีเนอร์ (Wiener 

Process)
 กระบวนการแบบวีนเนอร์ (Wiener Process) ต้ัง

ให้เพื่อเป็นเกียรติแก่ Norbert Wiener (1894-

1964) 

 dWt = Wt+ dt - Wt = Zt+dt × √dt  as dt → 0

 dWt ~ N(0,dt)

 E(dWt )  = 0

 E(dWt)
2 = dt 

 ในการประเมินราคาตราสารอนุพันธ์ เราจะสนใจ

กระบวนการของ dWt มากกว่า Wt
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การแปลงกระบวนการแบบวีเนอร์เพื่อ

การจ าลองราคาหุ้น
 ความผันผวนของราคาหุ้นมีคุณสมบัติท่ีส าคัญดังนี้

 ในระยะยาว ราคาหุ้นจะเพิ่ม (รางวัลจากการเสี่ยง) ซึ่ง

เราเรียกว่าราคาหุ้น drift 

 ถึงแม้ว่า Wiener Process จะไม่ drift แต่เราสามารถแปลง

กระบวนการนี้ให้ drift ได้

 การเคล่ือนท่ีของราคาหุน้เป็นแบบสุม่

 Wiener Process ก็เป็นกระบวนการแบบสุ่ม แต่เราต้องแปลง

กระบวนการนี้ให้แยกแยะถึงความแตกต่างของความผันผวน

ของหุ้นแต่ละตัว
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การแปลงกระบวนการแบบวีเนอร์เพื่อ

การจ าลองราคาหุ้น
 ความผันผวนของราคาหุ้นมีคุณสมบัติท่ีส าคัญดังนี้

 การพยากรณร์าคาหุ้นในอนาคตควรจะมีความยาก

เพิ่มขึ้น

 ความแปรปรวนของราคาหุ้นในอนาคตอันแสนไกล ควรจะ 

มากกว่าความแปรปรวนของราคาหุ้นในอนาคตอันใกล้

 ราคาหุ้นไม่มีทางติดลบ

 ผู้ถือหุ้นมีความรับผิดจ ากัด (limited liability)
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การแปลงกระบวนการแบบวีเนอร์เพื่อ

การจ าลองราคาหุ้น
 ขั้นตอนการแปลงกระบวนการแบบวีเนอร์

 คุณสมบัติของผลตอบแทนสามารถอธิบายด้วยคา่เฉล่ีย 

(μ) และค่าความแปรปรวน (σ2) ของมัน ซึ่งเราต้องการ

ให้แบบจ าลองของเรามีคา่คาดหมายและความแปรปรวน

เท่ากับ μ และ σ2 ตามล าดับ

 ก าหนด Rt = μ × dt + gt

 Rt = ผลตอบแทนของหุ้นต่อช่วงเวลา dt

 μ × dt = ผลตอบแทนคาดหมายของหุ้นในช่วงเวลา dt = 

ค่าคงที่

 gt = ส่วนประกอบที่จ าลองการสุ่มของผลตอบแทน (ขึ้นอยู่กับ

ความแปรปรวนของผลตอบแทน)
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การแปลงกระบวนการแบบวีเนอร์เพื่อ

การจ าลองราคาหุ้น
 ขั้นตอนการแปลงกระบวนการแบบวีเนอร์

 เราต้องการให้แบบจ าลองของเรามีคา่คาดหมายเท่ากับ μ

 ท าได้ด้วยการก าหนด E(gt) = 0 

 เราต้องการให้แบบจ าลองของเรามีความแปรปรวนต่อปี

เท่ากับ σ2 (ความแปรปรวนของผลตอบแทนต่อช่วงเวลา 

dt = σ2 × dt)

 ท าได้ด้วยการก าหนด var(gt) = σ2 × dt

 เน่ืองจากเราต้องการให้ E(gt) = 0 และ var(gt) = σ2 dt 

 ดังน้ัน gt = σ × dWt = σ × Zt × √dt 

 ∴ Rt = μ × dt + σ × dWt 

11/16/2018 Nattawoot Koowattanatianchai 17



การแปลงกระบวนการแบบวีเนอร์เพื่อ

การจ าลองราคาหุ้น
 ความแปรปรวนของราคาหุ้นในอนาคต

 St+dt = St(1 + Rt) = St(1 + μ × dt + σ × Zt × √dt )

 ความแปรปรวนของ St+dt มากกว่าความแปรปรวนของ St

เน่ืองจาก dt จะมีค่าสูงขึ้นถ้าเราข้ามเวลาไปยังอนาคตไกลขึ้น

 แบบจ าลองที่เราไดม้า เรียกว่า Geometric Brownian 

Motion: 

 dSt = St+dt - St as dt → 0 
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Geometric Brownian Motion

 คุณสมบัติเบื้องต้น:

 dSt/St = ผลตอบแทนของหุ้นต่อช่วงเวลาสั้นๆ dt

 μ × dt = ผลตอบแทนคาดหมาย

 σ × dWt = ส่วนประกอบของผลตอบแทนที่แสดงถึง

ความสุ่ม

 St ไม่มีทางติดลบ เน่ืองจาก dSt = 0 เมื่อ St = 0

 dSt/St ~ N(μ × dt , σ2 × dt)

 dSt~ N(μ × St × dt , σ2 × S2
t × dt)
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Geometric Brownian Motion

 ตัวอย่าง: พิจารณาหุ้นตัวหนึ่งที่มีความผันผวน (σ) 

เท่ากับ 30% และให้ผลตอบแทนคาดหมาย (μ) 

15% ต่อปี จงหาการเพิ่มขึ้นของราคาหุ้นหลังจาก

ผ่านไปหนึ่งสัปดาห์ ถ้าราคาหุ้นตอนเริ่ม (St) = 100

 แบบจ าลองแบบช่วงเวลาต่อเน่ือง:

 แบบจ าลองแบบช่วงเวลาไม่ต่อเน่ือง:
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Geometric Brownian Motion

 ตัวอย่าง:

 ถ้า X = μ + σZ แล้ว X ~ N(μ, σ2)

 ดังนั้น การเพิ่มขึ้นของราคาหุ้นตัวนี้ในหน่ึงสัปดาหจ์ึง

เป็นตัวแปรที่สุ่มมาจากการแจกแจงปกติที่มีคา่เฉล่ีย = 

.288 และค่าเบี่ยงเบนมาตรฐาน = 4.16
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Geometric Brownian Motion

 ตัวอย่าง: แสดงให้เห็นว่า ∆St/St ~ N(μ∆t , σ2∆t)

 ถ้า X = μ + σZ แล้ว X ~ N(μ, σ2)

 ดังน้ัน ∆ St/St ~ N(μ ∆t , σ2 ∆t)
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Geometric Brownian Motion

 เราสามารถใช้เทคนิคทางแคลคูลัสพิสูจน์ได้ว่า
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Geometric Brownian Motion

 ตัวอย่าง: พิจารณาหุ้นตัวหนึ่งท่ีมีราคาตอนเริ่ม = 

40 ค่าคาดหมาย = 16% และค่าความผันผวน = 

20% จงหาการแจกแจงความน่าจะเป็นของลอการิ

ทึ่มของราคาหุ้นตัวนี้ หรือ lnSt ในอีก 6 เดือน

ข้างหน้า
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Simulating GBM evolution

 การจ าลองการเคลื่อนที่ของราคาหุ้นตาม GBM 

แบบช่วงเวลาไม่ต่อเนื่อง สามารถท าได้ 2 วิธี

 ตัวอย่าง: จงจ าลอง (simulate) ราคาวันที่ 3 ของ

หุ้นตัวหนึ่งที่เคลื่อนที่ตามแบบ GBM หุ้นตัวนี้มี

ราคาเริ่มต้นที่ 100 มีค่าเฉลี่ยของผลตอบแทน = 

10% ต่อปี และมีความผันผวน = 20% ต่อปี
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Simulating GBM evolution

 วิธีท่ี 1:

 ∆t = 1/250

 ราคาของหุน้ตัวนี้ในวันแรก = 100

 สุ่มตัวเลขจาก N(0,1) มา 3 ตัว = .11656, -1.27768, 

.244257 ตามล าดับ

 ราคาของหุน้ในวันถัดไปเท่ากับ
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Simulating GBM evolution

 วิธีที่ 2:

 ∆t = 3/250

 ราคาของหุน้ตัวนี้ในวันแรก = 100

 สุ่มตัวเลขจาก N(0,1) มา 1 ตัว = .11656
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Simulating GBM evolution
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Estimating μ และ σ ของ GBM

 ใช้เทคนิคทางคณิตศาสตร์ที่เรียกว่า การประมาณ

ค่าความควรจะเป็นสูงสุด (Maximum Likelihood 

Estimation) 

 เรารู้ว่าการแจกแจงของผลตอบแทน (ถ้ามองในแง่

ของช่วงเวลาไม่ต่อเนื่อง) เป็นแบบปกติ
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Estimating μ และ σ ของ GBM

 ตัวประมาณค่า MLE ของ μ และ σ สามารถ

ค านวณได้ดังนี้ 
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Estimating μ และ σ ของ GBM

 ตัวประมาณค่า MLE ของ α และ σ2 ได้แก่ ค่าเฉล่ีย

ของผลตอบแทน และ 1/∆t × (ค่าเฉลี่ยส่วน

เบี่ยงเบนก าลังสองของผลตอบแทน) ตามล าดับ

 ตัวอย่าง: ใช้ข้อมูลผลตอบแทนรายวันของ Apple

 ∆t = 1/250

 α^ = ค่าเฉล่ียของผลตอบแทน = 0.001208315

 ค่าเฉล่ียส่วนเบี่ยงเบนก าลังสองของผลตอบแทน = 

0.0005868717

 σ2^ = 250 × 0.0005868717 = 0.1467179

 μ^ = (0.001208315 × 250) + .5 × 0.1467179 = 

0.3754376
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 Email: 

 fbusnwk@ku.ac.th

 Homepage:

 http://fin.bus.ku.ac.th/nattawoot.htm

 Phone:

 02-9428777 Ext. 1212

 Mobile: 

 087- 5393525

 Office: 

 ชั้น 9 ตึกใหม่คณะบรหิารธรุกจิ ม.

เกษตรศาสตร ์บางเขน

http://fin.bus.ku.ac.th/nattawoot.htm

